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RESUMO

Este relatério apresenta um estudo sobre uma implementagéc
paralela da transformada ré&pida de Fourier (FFT). Trabalhos
anteriores [Cve87b] trataram da andlise da FFT em arquiteturas
paralelas com memdéria compartilhada. Este estudo se atera ao
comportamento da FFT em arquiteturas hipercuibicas.

Primeiro apresenta-se uma pequena revisdo da transformada
de Fourier 'original. continua e discreta; e ‘entdp, & sSUa
implementagdo computacional mais conhecida: a FFT. A seguir ¢é
mostrado um mapeamento que resulta em um menor custo de
comunicacgao e, consedﬁentemente, em um melhor deéempenho do
algoritmo. A partir dai desenvolve-se um modelo  simples de
predicdo de desempenho. Finalmente, é apresentado um programa
paralelo, escrito em "Parallel C", seguido da analise de
resultados. Este programa é executado em um sistema de

desenvolvimento para PC, baseado em Transputers T800 da Inmos.

ABSTRACT

This technical report presents a study about parallel
implementation of the Fast Fourier Transform (FFT). Previous works
[Cve87b] treated this problem on a shared memory parallel
architecture. This study is oriented towards the implementation of
the FFT on an hypercube architecture.

First, a brief review of the original Fourier transform,
continuous and discrete, is presented, and then its most used
computational implementation: the FFT. A possible mapping which
results in a low communication overheéd for the FFT algorithm and
a simple performance model are ‘presented. At dast, a paraldel
program written in "Parallel C" is presented, followed by fhe
analysis of the results. The program ruﬁs of--a -PC " Trangputar
Development System" board, a Transputer T800 based system of Inmos

Ltd.



1. INTRODUCAO

A primeira tentativa de apresentagiao da transformada de
Fourier foi feita em 1807, mas o trabalhc na época fol recusado
por Lagrange. Mais tarde, em 1822, Fourier conseguiu apresenta-la

IIT

em seu livro héorie analytique de la chaleur". No entanto,
aquela versdo original era de dificil implementacdo computacional
até bem pouco tempo atrds, devido a complexidade do algoritmo ser
0(n2). Somente em 1965, Cooley e Tukey vieram a propor o algoritmo
que hoje €& conhecido como transformada rapida de Fourier ( Fast
Fourier Transform - FFT ) e possui complexidade O(nlogn). Na
realidade, FFT é a denominagdo dada a um conjunto de algoritmos
cuja complexidade é O(nlogn) e sio baseados no algoritmo de Cooley
e Tukey. A FFT passou entdo a "'ter ampla utilizagdo nas mais

diversas areas, entre as quais podemos destacar

processamento de sinais em geral

.. processamento de voz / imagem
processamento de sinais geofisicos
equégﬁes diferenciais
convolugdes
andlise espectral

reconhecimento de padrdes

Apresenta-se a seguir a’ transformada continua de Fourier

de um sinal x(t), definida por

X(w) =J x(t) e " at

=0

A transformada discreta de Fourier (DFT) é obtida através
de uma operagdc equivalente aplicada a umalseqﬁéncia de N amostras

do sinal x(t)




N-1

X(k) = ¥ x(m) W r k=0, ... 04
n=0 N

-j2n/N
onde wN = e J

A seguir mostra-se como obter um algoritmo que implementa
o calculo da FFT a partir da transformada discreta de Fourier.
Dados N pontos amostrados do sinal de entrada, onde N é uma
poténcia de dois, dividiremos o somatério em duas parcelas, uma-

com as seqiiéncias pares e outra com as impares

(N/2)-1 e (N/2)-1 i
Xkl £ w3 v T st WNT

r=0 N r=0 N
desenvolvendo

(N/2)-1 > 2 i X (N/2)-1 e
Xy T Xt OFC W% F - atrel) 4

r=0 r=0
Observe que W = ¢ 7D =W

N N/2

'Ent3o o somatério pode ser reescrito como

(N/2)-1 (N/2j—1

L rk k rk
X(k) = E&O x(2r) %/2 - wN rgg x(2r+1) %Vz

Ou seja

X(k) = G(k) + w: H(k)

Onde G(k) e H(k) sdoc duas novas transformadas discretas
aplicadas sobre N/2 pontos.AO método de se dividir os somatérios
em outros dois sucessivamente dd-se o nome de radix-2.

Como pode-se ver, a transformada discreta de Fourier
assume uma forma recursiva, onde os resultados de um passo
intermediario sdo utilizados no passo seguinte, como no no grafo a

seguir
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A esta decomposicido da-se o nome de decimagdo no tempo. Se

aplicarmos esta operacdo recursivamente obteremos o seguinte grafo

final

Como pode-se verificar os dados no final do algoritmo

_ ectdo arrumados na ordem binaria reversa

relacio a entrada :

X(000)

I

X(001)

X(010)

X(011)

X(000)
X(100)
X(010)

X(110)

X(100)
X(101)
X(110)

X(111)

I

(

"bit reversal"”

X(001)
X(101)
X(011)

X(111)

)

em




Um processo analogo usado para se avaliar a FFT de uma
seqiiéncia de pontos é chamado decimagdo na fregiiéncia. O grafo

= mesnghtido &€ o0 seguinte :

Observe que o grafo é justamente o inverso do anterior.
Resta considerar a transformada inversa, que nos restitui

a seqiiéncia de entrada x(n)

N-1 .
xtab= 1 L X0k) V. ime=0, . N
k=0 .

Observe que a implementacdo da inversa pode seguir o mesmo
algoritmo descrito pelo grafo anterior. Basta usar os complexos
con jugados de HN como novos.fatores multiplicativos e normalizar a
seqiiéncia resultante do final do algoritmo. Uma técnica de
implementagdo, mais pfética, consiste em utilizar a FFT direta,
porém, substituindo-se cada elemento da seqiéncia de entrada por

seu conjugado normalizado.




2. 0 MODELO

0 grafo computacional da FFT pode ser dividido em passos

- memedyeom definidos. Para um problema com seqiiéncia de entrada de N

pontes, onde N & uma poténcia de dois, tém-se 1082N passos. Os N
valores complexos calculados num determinade passo dependem apenas
dos N resultados do passo anterior. Em cada passo sdo executadas
operagdes do mesmo tipo chamadas "butterflies". Cada "butterfly”
consiéte em uma multiplicacdo e duas somas complexas realizadas
entre dois pontos distantes 2! entre si, onde i é o indexador do
passo.

Se ja Nproc=2d o numero de processadores, onde d é a
dimensdo do hipercubo. Distribuindo-se os pontos de entrada
igualmente entre os processadores, tém-se N/Nproc pontos em cada
processador. Considerando-se a FFT por decimag8@o no tempo, pode-se
adotar uma estratégia para resolver o problema em duas etapas.

A primeira etapa seria calcular uma FFT de N/Nproc pontos
seqiiencialmente em cada processador, © que € possivel dada a
natureza recursiva do algoritmo. Esta tarefa levaria logz(N/Nproc}
passos. A segunda etapa envolve os passos que exigem comunicagao
entre os nébs, necessarios para o calculo da FFT completa, e seria
feita em logzN - lqu(N/Nproc] passos, ou seja, d passos.

Para que o .custo decorrente da comunicagdo seja minimo,
nos passos em que houver comunicagdo, a troca de mensagens devera
se efetuar somente entre processadores que sejam vizinhos no cubo.
Assim sendo, ndo havera necessidade de roteamento.

Verifica-se que no hipercubo cada processador esta ligado
a d vizinhos cuja identificagfio binaria difere de apenas um bit,
ou sejd ol R dBae Lo ,2d. Pode-se observar que existe um
isomorfismo entre o grafo computacional da FFT e o padréo de
interconexdo do hipercubo. Partindo de uma distribuigio dos pontos
pelos processadores adequada, pode-se mapear cada "butterfly" de
um passo externo a um unico canal de comunicacio de maneira que

esta se dé sempre entre vizinhos.




Existem mapeamentos dos dados nos processadores para oS
quais esta propriedade ni3o se verifica, requefende  as
"pbutterflies” mais de um canal. A determinacdc e quantificacdo de
quais configuracgdes resultam em um melhor mapeamento,
considerando-se um critério mais abrangente. ndo é objetivo deste

trabalho e podera ser realizada em um estudo posterior.

Apresenta-se agora um pequeno modelo de desempenho para

esta configuracgdo.

Sejam :

N - # de pontos amostra

M - # de paésos do algoritmo = logzN
d - dimensdo do cubo

Nptno - # de pontos por ndé = N/Nproc

tpi - tempo de execugdo por passo interno por ponto

tp - tempo de execugdo por passo externo por ponto
e

Tt - tempo total ‘do algoritmo

Entédo :
Tt = Nptno [(H-d)tpi + dtpe]

(H-d)

IA

- T (Md) =2 e s0t. ] 86N (1)
t pi pe

Aumentando-se a dimensdo do cubo de 1 unidade, dobra-se a
capacidade de processamento da maquina, e provavelmente acelera-se
a execucdo do algoritmo. Substituindo d por d+1 na expressio (1),

vem :

(M-(d+1))

T (M,d+1) = 2 [(M-(d+1))t + (d+1)t ] (2)
t pi pe

Tl' < Tt ', desenvolvendo tém-se :

t /t > (1-d)/(14M-d) ' (3)
pl pe




Sabendo-se que tanto tpl quanto tpe sdo valores positivos
ndo nulos, a relagio acima se verifica a partir de d=1. Isto
significa que o tempo total de execugdo diminui monotonicamente
com o aumento da dimensdo do cubo, a partir de dois de
processadores. :

Dependendo da relacdo entre tPi e tpe v pode=se- ter um
aumento do tempc total de execucdo quando se executa em dois
processadores ao invés de apenas um.

Um yalor notavel para a relacdo tpe/ tpi ocorre quando ©
tempo de execucio ndo se altera quando se passa de um para dois
processadores, ou seja, Tt(M,O] = Tt[M,l}. Desenvolvendo-se esta

expressdo obtém-se

£Vt =N+ : (4)

pe pi

Outro valor notavel desta relacgio ocorre quando o tempo de
execugdo € o mesmo tanto para o numero minimo quanto maximo de
processadores, ou se ja, Tt(M,O} ~ Tt(M,M). Desenvolvendo-se esta

expressdo cbtem-se

tAE
pe pl

(5)

Baseado no modelo, em que por hipétese os canais tém a
mesma velocidade, apresenta-se graficos para diferentes valores de
L SR tp1 num problema em que M=12, A saber

pe
i) Grafico das curvas do tempo total estimado para a

execugdo em funcgdo da dimensdo do cubo (Fig. 3.1);

ii) Grafico das curvas de aceleragdao incremental
(marginal), a que se obteria aumentando em 1 a dimensio do cubo,
ou seja dobrandc o numero de processadores, em fungdo da dimenséo

do cubo [(Fig, 8 S

iii) Gréfico das curvas de eficiéncia ( speedup X numero -

de processaderes ) em fungdo da dimensio do cubo (Exgs- 3.3,




Os valores de &t / t : usados nos graficos sao
pe- p

i) tpe/ tpi = 54 / 17, valores extraides das medigles
realizadas na implementagdo da FFT paralela por decimagdc na

freqgiiéncia sem cdlculo dos coeficientes WN :

7.

I
—
-

ii) t / t de acordo com a equagido (4), e t
pe pd pi

T

fii) t / t de acordo com a equagiio (5), e t _
pe pi pi




3. IMPLEMENTACAO

O programa paralelo desenvolvido é organizade em duas
etapas. A primeira calcula por decimagido na freqiiéncia a FFT de
uma seqiéncia inicial de pontos. - A ‘seguir, retorna-se a esta
seqiiéncia pela aplicagdo da transformada inversa. A transformada
inversa € realizada pela aplicagdo da FFT por decimagdo no tempo a
uma seqiiéncia cujos pontos sdo os valores complexos conjugados e
normalizados dos pontos gerados na etapa anterior.

Esta abordagem elimina a possivel necessidade de
comunicagdo extra para reorganizar dados causada pelo ordenamento
"bit reversal", cuja necessidade depende da aplicagdo a que a(s)
transformada(s) se destina(m). Uma solucdo proposta em [Fox88]
realizaria esta comunicagdo sobre um anel légico no hipercubo, ndo
apresentando interesse maior para este trabalho.

A implementagédo da FFT paralela é feita através de rotinas
idénticas rodando em cada transputer. Cada rotina & compesta de
uma FFT sequéncial de Nptno pontos, tal como sugerida em [Opp751],
mais uma parte restante que envolve a comunicacgio.

A cada passo extefno do algoritmo ccrrespdnde um* *link™ de
comunicagdo. Existe um mapeamento do grafo computacional que faz
com que num determinado passo cada processador execute sempre a
mesma parte da "butterfly" e & possivel decidir qual das partes em
funcdo da identificacdo do processador (Pid). A identificagdo de
cada transputer é recebida no inicio das "tasks" através do
comando "BIND" no arquivo de configuracéo.

: Optou-se por calcular os coeficientes W~ ("twiddle
factors") a cada passo ao invés de té-los pré-calculados numa
tabela, como wusualmente & feito em processamento de sinais.
Pode-se também medir os tempos equivalentes a implementagéo'
utilizando tabelas, simplesmente ndo executando os trechos
relativos aos calculos destes coeficientes.

Esta opgdo enveclve um compromisso entre tempo de execugéo
e meméria para armazenamento dos coeficientes. Em hipercubos del
grande dimensdo pode ndo ser eficiente armazenar a tabela em
meméria pois o numero de coeficientes por né seria N/2, enquanto

os pontos da seqiiéncia N/Nproc.

10



0 calculo dos coeficientes é feito, na terminologia de
processamento de sinais, recursivamente. Na pratica, isto
significa que ao invés de se calcular uma série trigonométrica
para cada coeficiente calcula-se desta maneira apenas o

1“‘) um fator [Ndr]. Cada novo

coeficiente inicial (W
coeficiente é gerado pela multiplicacio complexa do coeficiente
atual por wdr.

Um problema inerente aoc desenvolvimento do algoritmo
paralelo é a determinagdo do coeficiente correto a ser usado em
por - cada processador para as "“butterflies" que executara, nos
passos do algoritmo que exigem comunicacdo externa.

A cada processador estad associada uma seqliéncia de
coeficientes. Uma vez que v & fungdo apenas do passo do
algoritmo, e facilmente determinavel, o problema . se resume na
determinacgido de " para cada processador.

A cada passo externo a cardinalidade da seqiiéncia de todos
os coeficlientes neste passo do algoritmo (LE1) é uma poténcia de
dois do numero de pontos por proceséador (Nptno).

Os indices dr e 1ini podem ser calculados da seguinte

maneira

ENA2 K % ERT;
[Pid mod (LE1/Nptno)] * Nptno * dr

dr
ini

Uma listagem das rotinas da FFT paralela por decimagédo no
tempo e por decimagdo na freqliéncia pode ser encontrada em anexo,
incluindo também a apresentagio dos comandos de configuragio

especificos do sistema de desenvolvimento utilizado.

15!




4. RESULTADOS

Apresentam-se aqui os resultados obtidos na execugdo das
rotinas que realizam a FFT paralela por decimag¢do na freqiiéncia e
no tempo. As medidas foram realizadas com resolugdo de um
microsegundo, através de uma "thread" de alta prioridade, que faz
a leitura do "clock" de mesma prioridade do T800. Nos tempos
medidos ndc foram computados o "overhead" devido & carga inicial
dos dados e do cdédigo.

Os graficos 4.1 e 4.2 apresentam o "Overhead" da FFT
paralela por decimagdo na freqiiéncia e no tempo respectivamente,
em fungdo da tamanho do problema (M). Em cada grafico sdeo
encontradas quatro cﬁrvas. Duas se referem a um cubo com dimensio
um (2-x) e as outras duas a um cubo com dimensdo deis (4-x). Cada
par, por sua vez, representa a computagdo com (X-b) e sem .(X-a) o
calculo recursivo dos coeficientes.

Os -gréficos 4.3 e 4.4 apresentam o "Speedup" da FFT
paralela por decimacgdo na freqﬁéncié e no tempo respectivamete, em
funcgao ao tamanho do problema. As quatro curvas levantadas foram

submetidas as mesmas ccndigdes anteriores.

Speedup = Tt[M,O)/Tt{M,d)
Overhead = [(Nproc‘Tt(M,d]) - Tt[M,O]]/Tt(M,O)
para d=1 e 2

Observa-se que o "Overhead" cai assintoticamente com M, ou

seja quanto malor a granularidade do problema menor o "Overhead"

associado, como era de se esperar.

12




5. CONCLUSAO

Este trabalho apresentou uma implementacic paralela da FFT
e mostrou um modelo simples capaz de estimar o desempenho e a
eficiéncia da mesma em arquiteturas hipercubicas.

Os parametros do modelo sio extraidos diretamente da
implementagio num cubo de pequena dimensdo, e permitem a
extrapolagdo para tamanhos arbitrarios do problema e da méquina
alvo. :

Aspectos relevantes da _implementagic s3o o tempo de
comunicagdo e o desbalanceamento de carga impesto pela
caracteristica da "butterfly" expressos pelo parametro tpe do
modelo. Sdo possivels ainda melhoramentos como o scbreposicido de
processamento e comunicacdc de maneira a diminuir o valor efetivo

de ¢t e melhorar o aproveitamento de recursos da maquina,
. pe

deixados para um trabalho futuro.

53
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