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NUMEROS INTEIROS E CRIPTOGRAFIA RSA

S. C. COUTINHO

1. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DO CAPITULO 1
) mdc(14,35) =7; = —2¢e = 1;

(a
(b) mdc(252,180) =36, a = -2 ¢ §=3;
(¢) mde(6643,2873) =13, a = —16 e § = 37.

Para verificar (1) e (2) simplesmente use o algoritmo euclidiano. Para fazer
(3) observe antes que:

(m+1)!+1)—((n+D!+1)=n.
Chamando de d o mdc(n! 4+ 1, (n 4+ 1)! 4+ 1), concluimos que d divide n.
Entao este d divide n! 4+ 1 e n, logo d divide 1; isto é d = 1.

Digamos que dividindo n por m temos quociente g e resto r; isto é, n =
mq + r. Queremos mostrar que 2" — 1 é o resto da divisao de 2™ — 1 por
2™ — 1; isto é, queremos mostrar que existe um inteiro @ tal que
2" —1=02"-1)Q+2"-1 e 0<2"—-1<2™ -1
Observe que se estas equagoes sao satisfeitas entao o resto é 2" —1 por causa
da unicidade do resto da divisao. Note que, como 0 < r < m, entao
20<2"<2™ donde 0<2"—1<2"—1.
Precisamos agora mostrar que existe um inteiro @ tal que 2" — 1 = (2™ —
1)@ + 2" — 1. Mas desta equagao concluimos que
Q_ (2’"_1)_(27‘_1) B 271,_27"
B 2m — 1 Coom 17
Como 2" — 2" =27 (2""" — 1) = 2"(2™4 — 1), entdo
on _ or _ 2r(2m _ 1)(277”“1*1 + .o+ ]_)
2m —1 2m — 1
é um numero inteiro, e isto completa a solugao.

= 27’(277“1*1 +-- 4 1),

(1) Pelo exercicio anterior temos que 22" _ 1 ¢ divisivel por 22" 1, ja
que 2™+ divide 2". Assim existe @ tal que

22" _1=(22"" —1)Q
= 2"+ 1" - 1)@,

o que mostra que 22" + 1 divide 22" — 1 quando n > m. O quociente é
(227" — 1)@, onde @ é calculado como no exercicio anterior.
1
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(2) De (1) temos que
22" 1=02" -1)+2
=22 +1D)@2*" -1)Q+2.

Portanto o resto da divisao de 22" + 1 por 22" +1 6 2.

(3) Basta aplicar o algoritmo euclidiano. Dividindo 22" + 1 por 22" + 1
temos resto 2. Dividindo 22" +1 por 2 temos resto 1. Logo o mdc desejado
é 1.

(1) Copie a idéia da demonstragdo do Algoritmo Euclidiano. Mostre que
dividindo f,, por f,_1 o quociente é 1 e o resto é f,_o. Conclua que o mdc
de dois niimeros de Fibonacci consecutivos é sempre o mesmo. Com isto o
problema se reduz a calcular mdc(f2, f3) = mde(1,2) = 1.

(2) Temos que fazer n — 1 divisoes para calcular mdc(f,, fn—1) se n > 4;
supondo que a tltima divisao é a que d& resto zero.

Seja m o menor miiltiplo comum de a e b e seja r = a’b’d. Como
r=a'bd=ab =ab,

entao r é um miltiplo comum de a e b. Portanto m < r.

Por outro lado, como m é um miltiplo de a e também de b, entao existem
inteiros « e y tais que m = ax = by. Seja d = mdc(a,b). Logo existem
inteiros a’ e b’ tais que a = da’ e b = db’; observe que mde(a’,V’) = 1.
Cancelando d de ambos os membros de ax = by, concluimos que a’z = b'y.
Pelo algoritmo euclidiano estendido existem inteiros « e 3 tais que a’a +
b’ = 1. Multiplicando esta equacao por z ficamos com za’'a + zb'8 = x.
Mas za’ = yb’, donde

x=yba+2b'3="0b(ya+ z0).

Portanto b’ divide z. Temos entao que a’b’'d divide ax = a’dz. Logo r < m.
Como jé haviamos provado que m < r, concluimos que m = a'b’d = ab/d.

Usando a notagao do exercicio temos que a = da’ e b = db’. Portanto se a
equacao axr + by = ¢ tem solugao xg, Yo, obtemos

c=axo+byo = da'xg + db'yo = d(a’zo + b'yo).

Donde concluimos que a equagao s6 pode ter solucao se d dividir ¢. Se isto
acontecer, entdo escrevendo ¢ = dc’, substituindo isto na equacdo acima e
cancelando d, temos
cd =ad'zo+byo.

Chamando o’z + by = ¢ de equagao reduzida, concluimos que qualquer
solugao da equagao original também é solugao da reduzida. Mas a reciproca
também é verdadeira, porque para passar da reduzida para a equagao orig-
inal basta multiplica-la por d.

Finalmente é facil obter solugoes da equacao reduzida usando o algoritmo
euclidiano estendido. Observe que como d = mdc(a,b) e a = da’ e b =
db’, entdo mdc(a’,b’) = 1. Aplicando o algoritmo euclidiano estendido
encontramos inteiros « e 3 tais que aa + b3 = 1. Multiplicando por ¢/,
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temos que ¢ = a(c'a) + b(¢’B). Logo x = da e y = ¢S é uma solugdo
da equacao reduzida; e, portanto, da equagao original, conforme ja vimos
acima.

2. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DO CAPITULO 2

Fatorando 26 e 39, a equacao dada toma a forma
27ty . 3% 13v = 37 . 13°.

Como a fatoragao em primos é tnica, podemos comparar os expoentes dos
dois lados, obtendo

z+y=0, 2=4, z2=y.

Como z, y, e z sao inteiros nao negativos, concluimos da primeira equagao
que x = y = 0. Portanto o sistema é impossivel; isto é, nao existem inteiros
nao-negativos que satisfacam a equagao dada.

Observe que se 1 < i < k, entao k!+1¢ é divisivel por i. Como k!4+i > i > 1,
temos que k! + i é composto. Dado um inteiro qualquer m, a seqiiéncia

(m+)+2,....(m+ 1)+ (m+1)

tem m inteiros consecutivos que, como vimos, sao todos compostos.

Um fator de 175557 é 421, um fator de 455621 é 677 e um fator de 731021
é 857.

(a) Escreva /6 como uma fracao reduzida e obtenha uma contradigao.
Mas cuidado: 6 ndo é primo!

(b) E, porque a soma de duas fracoes é sempre uma fragao.

(c) Nao. Sabemos que /2 é irracional e que 2 — /2 é irracional por (2).
Mas a soma dos dois é 2, que é racional.

(d) Nao. Elevando ao quadrado

(v2+v/3)* =5+ 2/6.
Se /2 + /3 fosse uma fracdo, entdo o seu quadrado também seria.
Mas isto implicaria que /6 é racional, o que sabemos ser falso por (1).

Temos que R(n) = (10" — 1)/3 e R(k) = (10 — 1)/3. Portanto para
mostrar que R(k) divide R(n), basta mostrar que 10¥ — 1 divide 10" — 1.
Suponhamos que n = kt; entao

10" —1 =10 — 1 = (10* — 1)(10**¢=D 4 10*¢=2) ... 1 10% + 1),

que mostra o que queremos.

Como p é o menor fator primo de n, temos que p < y/n. Mas, por hipdtese,
p > /n. Logo p = v/n; ou seja n = p?. Aplicando o algoritmo euclidiano a
6n+ 7 e 3n + 2, verificamos que tém mdc igual a 1. Como p — 4 divide este
mdc, devemos ter que p—4 é 1 ou —1. No primeiro caso p = 5, no segundo
p = 3. Portanto os valores possiveis para n sao 9 e 25.
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A multiplicidade de p; na fatoragdo do mdc(a,bd) é min{e;, r;}. A multipli-
cidade de p; na fatoracdo de mmc(a,b) é max{e;, r;}.

Como estamos supondo que 2571 — 1 ¢ primo, os divisores de 25(2571 — 1)
sao
1 22

S.
) 2’ ) crt 27

2l 1 (28Tl — 1), 22(2et1 1), ..., 25(28TL —1).

Os divisores na primeira linha formam uma progressao geométrica de razao
2 e primeiro termo 1; os da segunda linha formam uma progressao geométri-
ca de razdo 2 e primeiro termo 2571 — 1. Isto verifica o que é pedido em (1);
passemos a (2). Assim a soma dos divisores da primeira linha é 2571 — 1 e
a soma dos divisores da segunda linha é (2571 —1)(2°*! — 1). Somando os
dois obtemos

— 125 D@t 1) = (2T )1 25T — 1) = 2825t 1)

que é o dobro de 25(2°T1 — 1). Portanto este niimero é perfeito.

(1) Qualquer inteiro positivo r tem pelo menos dois fatores: 1 e r. Portanto
S(r) > 1+ r, qualquer que seja r. Se S(r) = 1+ r, entdo r ndo pode ter
nenhum outro fator além de 1 e r; logo r tem que ser primo.

(2) Isto & apenas a defini¢do de nimero perfeito.

(3) Sejam d, by, b2 e dy e dy como no problema. Como d; divide d, podemos
escrever d = dyc, para algum inteiro positivo ¢. Como mdc(dy,dz) =1 e
dy divide d = djc, entao pelo lema da segao 6 temos que dy divide ¢; em
particular da < ¢. Por outro lado, mdc(e,b1) = 1, e ¢ divide d = bybs.
Portanto, novamente pelo lema da se¢do 6 temos que ¢ divide by. Assim ¢ é
um divisor comum entre by e d, donde ¢ < dy. Concluimos dai que ds = ¢,
e a demonstracao do resultado estd completa.

(4) Vamos listar os divisores de by e de ba:

divisores de b1: ag =1, a1, a2, ..., am
divisores de ba: ¢y =1, c¢1, ¢2, ..., cCp

Mas
S1)Sb2)=(14+ar+as+-+an)(1+ec1+ea+ - +cp).

Efetuando o produto, concluimos que S(b1)S(b2) é a soma dos nimeros
da forma aic; com 0 <7 <me0 < j < n que, como vimos acima, sao
exatamente os divisores de b1bs. Portanto S(b1)S(b2) = S(b1b2).

(1) Suponhamos que n é um inteiro positivo par. Entao podemos fatorar a
maior poténcia possivel de 2 que divide n e escrever n = 2°t, onde ¢ é um
inteiro positivo impar. Como mdc(2%,¢) = 1 podemos usar (4) do exercicio
anterior para concluir que S(2°t) = S(2°)S(t). Mas os fatores de 2° sdo
1,2,...,2% que formam uma progressdo geométrica cuja soma é 2571 — 1.
Portanto
S(n) = (2T —1)S(1).
Suponhamos, agora, que n é perfeito; isto é, que S(n) = 2n. Entéo

25t = (2571 —1)S(1).
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Como mdc(2571,2571 — 1) = 1, concluimos que 257! divide S(t).
(2) De (1) sabemos que podemos escrever S(t) = 25+1¢g, para algum inteiro
positivo ¢. Substituindo na férmula (x) acima

2s+1t _ (2s+1 _ 1)2S+1q,

donde t = (25%1 — 1)q.

(3) Queremos mostrar que ¢ = 1. Digamos, por contradigao, que ¢ > 1.
Entéo ¢ tem pelo menos trés fatores: 1, ¢ e t; donde S(t) > 14 g +t. Mas,
por outro lado,

St)y=2""q=02"" - )g+q=t+gq,

uma contradi¢ao. Logo ¢ = 1.
(4) Como g =1 por (3), temos que

t=2"1 -1 e S(t)=2"T1

Juntamente com (1) do exercicio anterior isto implica que ¢ é primo.
Reunindo o que provamos temos:
o n = 2%,
o t =251 _ 1,
e t é primo.
Isto mostra que n é euclidiano.

3. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DO CAPITULO 3

Procedendo como no caso do polinomio de grau 2, concluimos que h tem
que satisfazer a desigualdade

ap®h? + (3amp + bp)h + (3am? 4+ 2mb + ¢) > 0.

Sejam « < (§ as raizes da equagao do segundo grau a esquerda da desigual-
dade. Como ap? > 0, a desigualdade ser4 satisfeita quando h < o ou h > f3.
Mas s6 estamos interessados em valores positivos de h, por isso basta tomar
h > (.

Temos que 13% +1=59-509 e 17% +1 =19 .97 - 277.

(dn+1)(4k + 1) = 4(4nk + n+ k) + 1. Note que é preciso escolher letras
diferentes k e n, porque os numeros 4n + 1 e 4k + 1 podem ser diferentes.

Qualquer niimero dividido por 4 tem resto 0, 1, 2 ou 3. Como um primo
diferente de 2 é fmpar, os tinicos restos possiveis neste caso sdo 1 e 3.

Nao. Por exemplo 3 x 7=21 =4 x5+ 1.

Pelo Teorema de Fatoragao Unica, o nimero 4(p; ...pg) + 3 pode ser es-
crito como um produto de primos. Estes primos ndo podem pertencer
ao conjunto {p1,...,pr}t. SO resta mostrar que os primos na fatoragao de
4(p1 ...pk) + 3 ndo podem ser todos da forma 4n + 1. Mas se fosse este o
caso, o produto destes primos seria da forma 4n + 1 pelo exercicio 4, o que
néo é verdade: 4(p; ...px) + 3 deixa resto 3 na divisdo por 4.
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Suponha, por absurdo, que {3,p1,...,pr} é o conjunto de todos os primos
da forma 4n + 3 e aplique o exercicio anterior.

Seja p, um primo que divide o ntimero de Fermat F'(n). Se houvesse um
quantidade finita de primos, entao, como hé infinitos niimeros de Fermat,
terfamos que ter p, = p,, para dois inteiros m e n diferentes. Mas isto
significaria que p,, = p, dividiria F'(m) e F'(n); assim

de(F(n)’F(m)) > pn > 1,

o que contradiz o fato de que mdc(F(n), F(m)) = 1 se m # n, que foi
provado no exercicio 4 do capitulo 1.

Suponhamos que p, p+ 2 e p+ 4 sejam primos. Observamos que p tem que
ser fmpar, ja que se p = 2 entao p + 2 = 4 é composto. Logo p tem que ser
da forma 3k, 3k +1 ou 3k +2. Mas 3k é composto se k > 2, logo p =3k+1
ou p = 3k + 2. No primeiro caso p + 2 = 3k + 3 é composto, no segundo
p+4 =3k + 6 é composto. Logo a tnica possibilidade é p =3k e k = 1,
queddp=3,p+2=>5ep+4="7; todos primos.

4. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DO CAPITULO 3

(1) néo é transitiva nem reflexiva, mas (2) é de equivaléncia.
(1) 1;(2) 6; (3) 7.

(1) 4; (2) 7; (3) 132; (4) 14.

1000! = 0 (mod 330).

U(4) = {1,3} e 3 ¢ inverso dele mesmo.
U(11) = Z11 \ {0}; onde 10 ¢é inverso dele préprio e os outros pares de
inversos sao: 2e6,3¢e4,7e8,5e0.

U(15) ={1,2,4,7,8,11,13,14}. Os elementos 4, 11 e 14 sao seus préprios
2 Te

inversos; os outros pares de inversos sao: 2 e 8§,

13,
(1) nao tem solucao; (2) x =2 (mod. 4); (3) z =4 (mod. 15).
@ = 3 satisfaz & propriedade.

Se 22 — Ty? = 3 tivesse solucdo inteira, entdo a equagdo 2> = 3 (mod 7)
teria solugao. Mas o resto da divisao do quadrado de qualquer inteiro por
7 s6 pode ser 0, 1, 2 ou 4. Logo a congruéncia nao tem solugao, portanto a
equagao original também nao tem.

Efetuando os cdlculos médulo p = 274177, temos:
7 =7084, 9°=932 e 17%=146207.
Portanto
10718 = (7-9-17)% = 7084 - 932 - 146207 = 274176 = —1  (mod p).

Logo
(1071 - 28)® = 10718 - 264 = —26%  (mod p).
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Como (1071-2%)® =1 (mod p), obtemos —25* =1 (mod p); isto é 264 +1 =
0 (mod p). Logo p divide F(6).
(1) Se o nimero é par entdo ¢ da forma 2k, mas
(2k)> =4k* =0 (mod 4).
Se o nimero é impar, entao pode ser escrito na forma 2k + 1, donde
(2k+1)?=4(k*>+k)+1=1 (mod 4)

(2) Sejam x e y inteiros, entdo x2 e y? s6 podem ser congruentes a 0 ou 1
médulo 4 por (1). Temos a seguinte tabela:

in_yQ

== ol ol R
=l Ol = ol
[N )

Logo z% 4 y? s6 pode ser congruente a 0, 1 ou 2 médulo 4.
(3) Se existissem inteiros = e y tais que z2 + y* = 4n + 3 entdo terfamos
22 +y? =3 (mod 4) o que nao é verdade por (2).

5. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DO CAPITULO 5

(1) Se n = 1 entdo n® + 2n = 1 + 3 é divisivel por 3. Suponha que o
resultado vale para n e vamos prové-lo para n + 1. Expandindo o produto
notavel e agrupando termos:

(n+1)*+2(n+1) = (n®*+2n) +3(n*+3n +1)

A expressao no primeiro paréntesis é divisivel por 3 pela hipdtese de inducao.
Como a segunda parcela é multipla de 3, obtemos o que queremos.

(2) Um inteiro positivo impar é da forma n = 2k + 1. Logo desejamos
mostrar que

n®—n=(2k+1)% - (2k +1) = 4(2k* + 3k* + k)

é divisivel por 24. Para isto basta mostrar que a expressao entre paréntesis é
divisivel por 6. Vamos fazer isto por inducdo. Se k = 1 entdo 2k>+3k%+k =
6. Suponha que 2k3 +3k2 4k é divisivel por 6, vamos mostrar que o mesmo
vale para k + 1. Temos que:

2k 4+ 132 +3(k+1)%+ (k+1) = 2K+ 3k> + k) + 6(k* + 2k + 1).

A primeira parcela é divisivel por 6 pela hipdtese de inducao e a segunda
parcela ja é um multiplo de 6, provando o que queriamos.

Outra maneira: Se n = 1, entdo n® —n = 0 é divisivel por 24. Supon-
hamos que n é um ntimero fmpar e que n® —n é divisivel por 24. O nimero
impar sequinte a n é n + 2, para completar a inducao basta mostrar que
(n+2)% — (n+ 2) é divisivel por 24. Mas:

n+2°%—-m+2)=0>-n)+6mn*+2n+1) = (n*—n)+6(n+1)>

Sabemos que n3—n é divisivel por 24 pela hipétese de inducao; falta verificar

que 6(n + 1)? é divisivel por 24. Na verdade, basta provar que (n + 1)2
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¢ divisfvel por 4. Mas n é fmpar, logo n + 1 é par. Portanto (n + 1) é
multiplo de 4, o que completa a demonstracao.

(3) Calculando pela férmula vemos que o nimero de diagonais de um
triangulo é zero, o que corresponde a verdade e nos permite iniciar a
indugao. Suponhamos que a férmula esteja correta para um poligono de
n lados e vamos mostrar que vale para um de n + 1 lados. Sejam A, B
e C' trés vértices consecutivos do poligono de n + 1 lados. Removendo o
vértice B, obtemos um poligono de n lados. Quantas diagonais foram per-
didas? Do vértice B partiam n — 2 diagonais: uma para cada vértice do
poligono, excluindo o proprio B e os adjacentes a B, isto é A e C. Além
disso, a diagonal AC passou a ser um lado. Portanto o poligono de n + 1
lados tem (n — 2) + 1 diagonais a mais do que o poligono de n lados obtido
removendo-se C'. Usando a hipdtese de indugao temos que o poligono de n
lados tem:

n(n — 3)
2
diagonais, conforme predito pela férmula.

(4) Somando um tnico termo temos 1-2 = 2; e fazendo n = 1 na férmula
temos 1-2-3/3 = 2. Suponhamos agora que a férmula vale para n e vamos
provéa-la para n + 1. Temos que:

(n+1)(n—-2)

+(n—-1)= 5

n+1 n
S k(k+1)=> k(k+1)+ (n+1)(n+2).
k=1 k=1

Substitundo o valor da soma até n dado pela hipdtese de inducao:

n+1
> k(k+1) =n(n+1)(n+2)/3+ (n+1)(n+2);
k=1

Donde,
n+1

> k(k+1) = (n+1)(n+2)(n+3)/3.
k=1
conforme predito pela férmula.

Vamos denotar por S,, a soma dos n primeiros numeros hexagonais. Isto é
Sn :h1+h2+h3++hn

Tabelando a soma destes nimeros, como indicado, verificamos que .S,, deve
ser igual a n3. Vamos provar isto por induncdo em n. Se n = 1 o resultado é
imediato porque h; = 1 = S;. Digamos que Sy = k? (hipétese de inducio)
e vamos determinar quem é Sjy1. Mas, por defini¢ao, Si+1 = Sk + hgt1-
Usando a hipétese de inducao, temos

Ski1 =Sk +he1 =k + (1 +3(k+1Dk) =k + 3k + 3k + 1= (k+1)°.

3)

Portanto Spy1 = (k+ 1)® e a férmula S, = n® estd demonstrada por
inducao.

Experimente passar de um conjunto de uma bola para um conjunto de duas
bolas. Por que é que a inducao nao funciona neste caso?
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Se n = 1, temos apenas trés moedas. Escolha duas delas e ponha uma
em cada prato da balanca. Se uma for mais leve, vocé achou a moeda
adulterada. Se os pratos se equilibrarem, a adulterada é a que ficou de
fora. Portanto 1 pesagem é sufuciente quando temos apenas 3 moedas.

Suponha agora que k pesagens bastam quando hd 3* moedas; esta é
a hipdtese de indu¢do. Digamos que temos 3! moedas e vamos tentar
provar que k + 1 pesagens bastam neste caso. Divida as moedas em 3
grupos de 3* moedas. Ponha dois destes na balanca. Se um deles é mais
leve, é 14 que estd a moeda adulterada. Se os pratos se equilibram, a moeda
adulterada estd no grupo de moedas que nao foi para a balanga. Até agora
fizemos apenas uma pesagem, e com isto descobrimos em qual dos 3 grupos
de 3 moedas estd a adulterada. Mas sabemos que entre 3* moedas a
mais leve pode ser achada com k pesagens (isto é a hipétese de indugao).
Portanto k pesagens, além da que ja fizemos bastam para encontrar a moeda
adulterada; isto d4 um total de k + 1 pesagens, quando ha 3! moedas, e
conclui a demonstragao.

Lembre-se que mostramos no Cap. 3 que o menor fator primo gde p; ... p,+
1 é maior que p,. Logo ppy1 < q. Mas q é fator de py...p, + 1, logo
q < p1...pn + 1. Combinando as duas desigualdades, obtemos p,+1 <
P1-..pn + 1. Isto mostra (1).

Vamos mostrar (2) por indu¢do em n. Como p; = 2, temos claramente
que p; < 22" = 4. Vamos usar a versio do principio de indugao enunciada
na secéo 4. Suponhamos que p,, < 22" sempre que n < k—1 e vamos tentar
mostrar que pi < 22" Mas j& vimos em (1) que pr < p1...pr—1 + 1; logo,
usando a hipétese de indugao

2k—1

P < p1.peo1 +1<22 02092 g
< 9222 g

<92t2" 1
< 22k+1
provando assim a afirmacao.

Temos que 70 = 12 - 5 4 10. Logo usando o Teorema de Fermat:

270 + 370 = (212)5 . 210 + (312)5 . 310 = 210 + 310
médulo 13. Mas 32 =9 = —4 = —22 mdédulo 13. Portanto:
270 + 370 = 210 + (32)5 = 210 _ (22)5 = 0

modulo 13.

Observe que se ag é o algarismo das unidades de a entdo a = ag (mod10).
Logo basta mostrar que aj e ag tém o mesmo algarismo das unidades. Mais
uma vez, isto significa que aj = ag (mod10). Como ag é um algarismo, isto
é, um numero entre 0 e 9, vocé pode verificar isto por tentativa. Uma
maneira mais sofisticada de proceder é a seguinte. Dizer que af = ag
médulo 10 é dizer que aj — ag é divisivel por 10. Para um nimero ser
divisivel por 10 basta que seja divisivel por 2 e por 5 (isto é verdade por
causa do Exercicio 1 desta lista). Mas é claro que aj — aq é divisivel por 5:
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isto é o Teorema de Fermat. Fica para vocé verificar que aj — ag é sempre
par.

Queremos mostrar que a expressao dada é congruente a zero médulo 9. Ex-
pandindo pelo bindémio e esquecendo os termos que sao claramente multiplos
de 9 ficamos com: n® + (n +1)3 + (n + 2)? = 3(n® + 2n) médulo 9. Esta
dltima expressdo serd multipla de 9 se n? + 2n for divisivel por 3, mas
usando Fermat:

n® 4+ 2n =n+ 2n = 3n = 0(mod 3)

como queriamos.

O ntmero 111 é divisivel por 3. logo podemos supor que p > 5. Pelo
Teorema de Fermat 10°P~* —1 = 9(1...1) é divisivel por p. Como p é primo
ele tem que dividir um dos fatores: 9 ou 11...11. Mas p > 3 nao divide 9;
logo p divide 11...11 que é o que desejavamos mostrar.

Digamos que a equagio tenha solugdes inteiras zg e yo. Entao 2%+ 12z¢ +
13yS = 1. Esta é uma igualdade entre nimeros inteiros, temos portanto
que

283 + 1220 + 13y =1 (mod 13).
Mas 13 = 0 (mod 13) e pelo teorema de Fermat x}*> = zo (mod 13).
Fazendo estas substituigoes na equagao acima, obtemos

2o+ 1220 =1 (mod 13).

Dai chegamos a 0 = 1 (mod 13), uma contradigdo. Logo a equagio nao
pode ter solucao inteira.

Vamos usar congruéncia e o teorema de Fermat. Observe que 2251 é
primo. Para verificar isto experimente dividir 2251 pelos primos menores
que V2251 = 47, 44. Por outro lado 2251 — 1 = 2250 = 2- 3% - 5%. Portanto
2250 divide 50!; digamos que 50! = 2250 k. Assim, pelo teorema de Fermat

39°0 = (392%50)k = 1F =1 (mod 2251).

Logo o resto neste caso é 1.

No segundo exercicio, temos novamente que 191 é primo. Dividindo
394 = 2313441 por 190, obtemos quociente 12176 e resto 1. Portanto,
usando o teorema de Fermat, temos que

19%" = (19190)12176 . 191 =1.19 =19 (mod 191).

Logo o resto é 19 neste caso.

Seja p = 4n + 1 um ndmero primo e sejam z e y dois inteiros primos com
p. Lembre-se que, como p — 1 = 4n e p é primo, temos pelo teorema de
Fermat que

2" =271 =1 (mod p).
Da mesma forma y*"* = 1 (mod p). Portanto, se a = 2™ e b = 3", con-
cluimos que

(@®> =) @*+ ) =2 -y =1-1=0 (mod p).
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Logo (a? —b?)(a? +b?) é divisivel por p, o que verifica (1). Pela propriedade
fundamental dos primos conclufmos que ou p divide a? — b% ou p divide
a®? 4+ b?. No segundo caso provamos o que queriamos. Vejamos o que
acontece se este segundo caso nunca é verificado para nenhuma escolha de
x e y. Isto é, suponhamos por absurdo que, dados quaisquer z e y primos
com p, temos que 2" — y?" é divisivel por p. Em particular isto deve
valer quando y = 1. Mas isto significa que p divide z?™ — 1, isto é que
2?" = 1 (mod p). Pela hipétese que fizemos esta congruéncia deve valer
para qualquer x primo com p. Logo a equacdo 22" = 1 (mod p) deve ter
p — 1 = 4n solugoes distintas médulo p. Como isto d4 um nimero de
solugbes maior que o grau, obtivemos uma contradigao com o teorema da
84, o que verifica (3).

Resumindo: entre os nimeros inteiros primos com p tém que existir dois,
digamos z e vy, tais que z2" + y?" é divisivel por p. Logo p divide a? + b?,
onde a = z" e b = y"; que é o que queriamos mostrar.

Vamos mostrar que os elementos de S sao todos distintos. Consideremos
dois elementos de S, digamos k@ e 7a. Se forem iguais

ka = 7a.
Mas @ # 0 em Z,, logo @ tem inverso em Z,. Digamos que o inverso é a.
Multiplicando a equacdo acima por @, verificamos que k = 7. Portanto ka
e 7a s6 podem ser iguais se k e 7 forem iguais.

Assim os elementos de S sao todos distintos, o que significa que S tem
p—1 elementos. Porém S C U(p), e este tltimo conjunto também tem p— 1
elementos. Logo S = U(p). Em particular, o produto dos elementos de S
tem que ser igual ao produto dos elementos de U(p), j4 que sdo os mesmos
elementos, apenas listados em ordem diferente. Isto da

a-2a--(p—1a=1-2---p—1=(p—1).

Agrupando os @ no termo da esquerda, vemos que é igual a @”~! - (p — 1)!.
Igualando com o termo da direita

a "t (p-Dl=({p-1)

Como p é primo (p — 1)! # 0. Portanto podemos cancelar (p — 1)! na tltima
equacio acima, obtendo assim que a@?~! = 1 que é o teorema de Fermat.

Multiplicando temos
@ a=a""" =1,

onde a ultima igualdade segue do teorema de Fermat, ja que a nao é divisivel
por p.

Por exemplo, se p =7 e a = 3 ou 5, entao a equagao nao tem solugao.

Digamos que a equagao tem solugao; vamos chamar de b a solugao. Entao
b?> = a (mod p). Queremos verificar que b = +a**! (mod p). Como p é
primo, a equagao sé pode ter duas solugOes, por isso basta verificar que
akt1 é solucao da equacdo. Mas

(ak+1)2 = a2k+2 = b4k+4 (mod p)’
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ja que, por hipétese b2 = a (mod p). Mas
pHFe = pt*+3 . p (mod p).

Como, pelo teorema de Fermat, b***3 = b (mod p), concluimos que
(a2 =2 =a (mod p),

onde a ultima congruéncia vale pela hipétese feita sobre b. Portanto a**!
é solucao de 2 = a (mod p), desde que esta equagdo tenha solugdo.

6. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DO CAPITULO 6

645 é pseudoprimo para a base 2, 567 é composto e nao é pseudoprimo para
a base 2 e 701 é primo. Nenhum dos niimeros é pseudoprimo para a base 3

Se n é pseudoprimo para a base ab, entao
a™b" = (ab)™ = ab (mod n).

Mas n também é pseudoprimo para a base a, logo a™ = a (mod n). Por-
tanto,

ab”™ = ab (mod n).
Como mdc(a,n) = 1, podemos cancelar a na equagao acima e concluir que
n é pseudoprimo para a base b.

Efetuando a multiplicacdo, temos que,
n—1=pipops — 1 =36n(36n> + 11n + 1)

que ¢ claramente divisivel por py —1 = 6n, por po —1 =12n e por p3 —1 =
18n. Logo n é um ntmero de Carmichael.

Quando n = 1, temos p;1 = 7, po = 13 e p3 = 19 e o ndmero de
Carmichael correspondente é 1729. Quando n = 6 temos p; = 37, po = 73
e p3 = 421 e o numero de Carmichael correspondente é 294409. Finalmente,
quando n = 35, temos que p; = 211, po = 421 e p3 = 631, e o niimero de
Carmichael correspondente é 56052361.

Fatorando 29341 = 13 x 37 x 61. Como
29340 = 12 x 2445 = 36 x 815 = 60 x 489

entao 29341 é um ntmero de Carmichael.

Seja n = p1ps, entao

n—1=pips—1=(p2—1L)p1 + (p1 — 1).
Portanto, n — 1 = p; — 1 (mod pa — 1). Como p; — 1 < p1 < pa, temos que
p1 —1 #£ 0 (mod pa — 1). Isto é po — 1 néo divide n — 1, o que contradiz
as hipdteses do exercicio. Para concluir dai que um nimero de Carmichael

nao pode ter apenas dois fatores primos vocé precisa usar o teorema de
Korselt.

645 nao ¢é pseudoprimo forte para a base 2, 2047 = 23 x 89 é pseudoprimo
forte para a base 2 e 2309 é primo. Nenhum dos nimeros é psudoprimo
forte para a base 3.



NUMEROS E CRIPTOGRAFIA 13

(7) Como n é fmpar, escrevemos n — 1 = 2¥g, onde k > 1 e ¢ é um niimero
fmpar. Se n é um pseudoprimo forte para a base b entao ou b? = 1 (mod n)
ou b?'71 = -1 (mod n), onde 0 < j < k — 1. No primeiro caso temos que

ol = (bq)2k =12 =1 (mod n).
No segundo caso
= (P02 = (-1)27 =1 (mod n).
Observe que k > j, logo k — j > 1 e, portanto, (—1)2k_'j = 1. Em qualquer

dos dois casos obtivemos que 6"~ =1 (mod n). Logo n é um pseudoprimo
para a base b.

7. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DO CAPITULO 7

1. =17 (mod 60).

2. A quantidade (minima) total de arroz é 3 - 105288.
3. 137

4. 2913

5. Suponhamos que o sistema dado tem solugoes o e 3. De
a=a (modm) e [=a (modm)

concluimos que o — 8 é miiltiplo de m. Analogamente o — 3 tem que ser multiplo
de n. Seja p o minimo multiplo comum entre m e n. Entdo u < o — (3 e dividindo
a — [ por p obtemos

a—pF=pu-q+r onde 0<r<pu.

Observe que, como « — (8 e i sdo multiplos de m e de n, entdo isto também tem
que ser verdade sobre r. Logo r é um miultiplo comum de m e de n que é menor
que p. Como p é o minimo multiplo comum deduzimos que r = 0. Portanto o = 8
(mod p).

6. 245632 = 10201 e 354632 = 9876 ambos médulo 12155 = 5-11-13 - 17.
7. x =84 (mod 105).

8. Digamos que a seqiiéncia de primos consecutivos seja pi,...,pr. O primeiro
elemento é 11, logo p; = 11. Além disso a seqiiéncia deve ter limiar 3; o que
significa que

P1P2P3 > Pr—1Pk—2-
Mas p; = 11, po = 13 e p3 = 17; logo p1p2ps = 2431. Assim

2431 = p1paps > Pr—1Pk—2 > Pi_1-

Concluimos que pi—1 < [v/2431] = 49. O maior primo menor que 49 é 47, e o primo
seguinte a 47 é 53. Entretanto 47 - 53 = 2491 > 2431, e nao temos o limiar correto.
O primo anterior a 47 é 43 e 43 - 47 = 2021 < 2431. Portanto escolhendo py = 47 e
pr—1 = 43 temos a seqiliéncia desejada, que é:

11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41, 43, 47.
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Como a seqiiéncia tem 11 elementos, temos k = 11. Procedendo da mesma maneira
para limiar 4, obtemos p1pap3ps = 46189. Queremos que

46189 = p1pap3pa > Pk—2Pk—1Pk > Pi_a-

Assim pp_o < 35. Portanto o maior valor possivel de pr_o é 31. Neste caso
terfamos pr_1 = 37 e px = 41, donde px_2pr—1px = 47027, que é maior que 46189.
Escolhendo para pi_o o primo anterior a 31, teremos pi_o = 29. Neste caso

Pr—2Dk—1Pk = 29 - 31 - 37 = 33263,
que satisfaz as hipoteses. Assim a seqiiéncia de primos desejada é
11,13,17,19, 23,29, 31, 37,
que tem 8 elementos.
9. Seja a; uma solugdo de 22 = a (mod p) e ap uma solugio de 2% = a (mod q).
Resolvendo o sistema

T

a1 (mod p)
x=ay (mod q)

digamos que obtivemos (8 como solucao. Vamos mostrar que a forma reduzida
de 32 médulo n é a. Observe que, médulo p temos

f*=al=a (mod p).

De modo que 82 — a é divisivel por p. Analogamente 3% —a é divisivel por ¢. Como
p e q sdo primos entre si, seque que 32 — a é divisivel por pg = n.

8. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DO CAPITULO 7

1. Seja p a rotacdao de 90°. Entdo p, p?, p? sdo simetrias do quadrado. As outras
simetrias sao reflexdes. Temos dois tipos de reflexées: duas reflexdes em torno das
diagonais e duas reflexdes em torno da reta que liga os meios dos lados. Juntamente
com a transformacao identidade, isto nos da os oito elementos de Dy4. Observe que
cada reflexdo é seu préprio inverso. Por outro lado o inverso de p é p? e o inverso
de p? é ele préprio.

Vamos denotar por a; e s as reflexdes que deixam fixos os vértices 1,3 e 2,4,
respectivamente; e vamos denotar por [3; a reflexdo que troca os vértices 1 por 4
e 2 por 3, e por 2 a reflexdo que troca os vértices 1 por 2 e 3 por 4. Com esta
notacao, a tabela do grupo é a seguinte:

e p p p o ay B P
ele p p PP o a B B
plp P P e B B o o
prlpt pP e p oa a1 B B
PPl e p P B oo

ap |ap B2 az [ > p
az |az B1 a1 B
Br| B a1 P2
Ba| B2 az B1 a1

° oo
s
o v R
D, o

w
[

>
> 2,
>
(9]
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2. Temos um grupo G com uma operacio *, tal que z? = e para todo € G. Sejam
x,y € G. Queremos mostrar que x xy = yx x. Mas sabemos que (z xy)? = e, isto
é:
TxY*xTxY =e.
Multiplicando esta equagao a esquerda por z e a direita por y, obtemos:
2rykTHy’ =T HY.

2

Como 2% = y? = e, por hipétese, entdo x Yy = y * ¢, como queriamos mostrar.

3. ¢(125) = 100, ¢(16200) = 4320 e ¢(10!) = 211.3%.5.

4. Note que se p é um primo que divide n entao podemos escrever n = p” - m, onde
p ndo divide m. Assim mdc(m,p) = 1 e portanto

¢(p" - m) = ¢(p")p(m) = p"~ ! (p — 1)g(m).
Logo p — 1 divide ¢(n), o que prova (1). Para que p divida n mas ndo divida ¢(n)
basta que r = 1.
Finamente, se n = pi' ...p% onde p; < --- < p, sdo primos, entao

¢(n) = o(p1') ... o(p<)-
Logo, basta mostrar que se p é primo entdo ¢(p¢) < p¢. Mas

() =ptp—-1) <p°
jAquep—1<np.

5. Temos que ¢(19) = 18 e ¢(11) = 10. Por outro lado, se ¢(n) = 14, e p é um
primo que divide n entao p — 1 é igual a 1,2,7 ou 14. Logo p é 2 ou 3. Entao
n = 273°%. Mas neste caso ¢(n) = 2"3°"! nao pode ser igual a 14. Portanto nao
existe n tal que ¢(n) = 14.

6. Como ¢(n) é sempre par, entdo ¢(n) s6 pode ser primo se ¢(n) = 2. Mas se p é
fator primo de n entao p — 1 divide 2. Logop—1=1oup—1= 2, donde p = 2
ou p = 3. Assim n = 2¢3". Observe que se r > 1 entdo 3 dividiria ¢(n) = 2, o que
nao é verdade. Portanto r = 0 ou 1. Se r = 0 entao n = 2¢ e é fécil ver que e = 2.
Se r =1, entao n = 2°3 e é facil ver que e = 0 ou e = 1. Logo os possiveis valores
de n sao 3, 4 e 6.

7. Seja ¢ o maior primo que divide n. Podemos escrever n = ¢°c onde ¢ é um
inteiro cujos fatores primos sao todos menores que g. Entao

ng(n) = q“ch(g°c) = ¢°c- d(¢°)p(c) = ¢" (g = 1)(c)
Como mdc(g, ¢) = 1, temos que
ne(n) = ¢°co(q°)p(c) = ¢°c- ¢* (g — 1)o(c),
donde
(%) ng(n) = ¢**~ (g — 1eo(c).
Observe que os primos que dividem (¢ — 1)cé(c) tém que ser todos menores que
q. Assim, se p é o maior primo que divide k e se k = n¢(n) precisamos ter p = ¢

e a multiplicidade de p na fatoracao de k tem que ser impar, ja que 2r — 1 é
sempre impar. Observe que esta conclusao sé vale para o maior primo que divide
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n; um primo que divide ¢ poderia dividir também ¢ — 1 e assim ter expoente par
na fatoracao de n¢(n). Por exemplo, se n = 14 entéo

ng(n) =14-6 =2%.3.7

e 2 tem expoente par na fatoracdo de n¢(n), mas 7, que é o maior primo, tem
expoente fmpar, como ja sabfamos. Com isto provamos (1) e (2).

Se k = n¢(n), entdo ja sabemos que k = p*>*~k/, para algum inteiro positivo
k' < k. Igualando isto a expressao para ng(n) obtida em (x), obtemos

k/
= c¢(c).
= (o)
Se p — 1 dividir & podemos continuar o processo e tentar calcular ¢. Observe que
k' < k, portanto continuando desta maneira obtemos uma seqiiéncia estritamente
decrescente de inteiros positivos. Portanto o algoritmo tem que parar.

8. Se ¢(n) =n — 1, entdo todos os inteiros positivos menores que n tém que estar
em U(n). Isto é o mdximo divisor comum entre qualquer inteiro positivo menor
que n e o préoprio n é 1. Mas isto sé acontece se nenhum inteiro positivo menor que
n, exceto 1, nao dividir n. Portanto n nao tem divisores menores que n execeto 1;
logo n é primo.

9. Dado um niimero n qualquer podemos escrevé-lo na forma n = 2*r, onde r é um
niimero fmpar. Observe que mdc(2F,7) = 1. Como ¢ é uma fungio multiplicativa:

o(n) = 6(2°r) = 6(2")g(r) = 2" (7).
Se ¢(n) = n/2 entdo podemos concluir que n/2 = 2¥71¢(r). Isto é n = 2¥¢(r).
Como n = 2Fr temos que ¢(r) = r, o que sé é possivel quando 7 = 1. Mas neste
caso n = 2F é uma poténcia de 2.

10. Se m divide n entao as fatoragoes de m e n serado

Tk

T S S
m=p'...p)f en=p7" .. .pr

onde p; < --- < pg sao primos e 1 < §1, ..., Tp < Sk. Logo:
mn = pptte L pEte,

Aplicando a férmula para calcular ¢(mn), obtemos:
o(mn) = p’{”‘sl_l .. .p};k“rl(pl —1)...(pr—1)
=pit o (e T (e — 1) (o — 1))
= ma(n).

11.

Subgrupos de ordem 1: {e}. Subgrupos de ordem 2: {e, a1}, {e, s}, {e, 51}, {e, B2}
e {e, p*}.

Subgrupos de ordem 4: {e, p, p2, p3}, {e, p?, a1, a2} e {e, p?, B1, Ba}.

Subgrupos de ordem 8: Dy.

12. Temos que U(2) tem ordem 1 e U(4) tem ordem 2 logo sao ciclicos. Ja U(8)
tem ordem 4 mas todos os seus elementos tém ordem 2.
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13. Digamos que G seja ciclico com gerador a. Entao
G=/{ea,aa® ... a" "1}

Como m divide n, temos que n = km para algum inteiro positivo k. Verifique agora
que o elemento a® tem ordem m.

14. (1) A ordem de U(20) é
$(20) = ¢(4)p(5) = 2-4 = 8.
Os elementos de U(20) séo:

(2) Pelo teorema de Lagrange, a ordem de qualquer elemento de U(20) tem que
dividir 8. Os elementos de ordem 2 530 9, 11 e 19. Os demais elementos tém ordem
4, execeto o 1, que tem ordem 1.

(3) O grupo nao é ciclico porque ndo tem elementos de ordem 8.

(4) Os subgrupos de ordem 4 sio:

(5) O tltimo dos subgrupos acima nao é ciclico.

15.

(1) Em primeiro lugar, como S e So contém o elemento neutro e, entdao e € S1N.Ss.
Digamos que z,y € S;N.S3. Como z,y € Sy e S1 é um subgrupo de G por hipdtese,
entdo x xy € S1. Analogamente z xy € S3. Assim z xy € S; N S3. Finalmente,
se x € S§1 NSy entao x € S7. Como S7 é um subgrupo por hipdtese, temos que o
inverso ' de z em G pertence a S7. Analogamente x’ € Sy. Portanto ' € S1 N Ss.
Concluimos assim que S7 N .Sy é um subgrupo de G.

(2) Como S; NSy é um subgrupo e estd contido em S; e em Sy, entdo S; N So é
um subgrupo de S; e também é um subgrupo de Sy. Portanto a ordem de S; NSy
tem que dividir a ordem de S; e a ordem de S;. Se as ordens de S; e Sy forem
primas entre si, isto sé pode acontecer se S; N Sy tiver ordem 1. Mas neste caso
Sl N Sg = {6}

(3) Basta dar um exemplo em que a unido de subgrupos nao é um subgrupo. Por
exemplo, se G = D3 e S; = {e,p, p?} e Sy = {e,02} entdao S; U Sz = {e, p, p?, 02}
tem 4 elementos, logo nao pode ser subgrupo de Ds, ja que 4 nao divide 6.

16. A afirmacio (1) é verdadeira. Vamos mostrar primeiro que se by, by € H(n),
entao b1by € H(n). Isto é facil:
(bibo)" P =070 =1 (mod n).

A operagdo é associativa e é claro que T € H(n). Falta mostrar que se b € H(n)
entao seu inverso 3 também estd em H(n). Mas b- 3 = 1, logo

1= t=ptpgn =571 (mod n),

que prova o desejado.
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A afirmagao (2) é falsa. Se n é Carmichael, entdo H(n) = U(n). A afirmagao
(3) é verdadeira. Se U(n) tem um elemento de ordem n — 1, entdo U(n) tem ordem
pelo menos n — 1. Mas ¢(n) < n — 1 e mais, ¢(n) = n — 1 se, e somente se, n é
primo.

17. Usando o teorema de Euler é facil verificar que 7%76 = 1 (mod 60) e 337654 = 44
(mod 125).

18. Digamos que p" seja um pseudoprimo para a base b, onde mdc(b, p) = 1, entéo,
¥ =b (mod p").
Mas p"(p — 1) = pop(p"), donde
bP=D = (" )Pt = (B =1 (mod p").

pelo teorema de Euler. Reciprocamente, se »~1 = 1 (mod p"), entdo como (p —
D2+ - +p+1)=p" —1, temos

bpr_l = (bp—l)(p7'72+“‘+l)+1) =1 (mOd pT)

19. Pelo exercicio anterior, basta mostrar que 2!1%92 = 1 (mod 10932). Use que
1092 = 4-3-91. Mesmo assim os célculos sdo muito trabalhosos em uma calculadora!

9. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DO CAPITULO 9

1. Se a equagao zP = 1 (mod q) tem uma solugao = # 1 (mod q) entao 1 # = € U(q).
Como p é primo, entao = tem ordem p. Pelo Teorema de Lagrange, a ordem de z
divide a ordem de U(gq). Em outras palavras, p divide ¢(¢). Mas ¢ é primo, logo
d(q) = q¢— 1. Assim, p divide g — 1, isto é: ¢ =1 (mod p).

2. 43 é primo e ¢(43) = 2 x 3 x 7. Logo 17 nao divide ¢(43). Portanto, pelo
exercicio anterior a nica solugao da equagao é x =1 (mod 43).

#(17) = 16 = 2%, a ordem de cada elemento de U(17) tem que ser uma poténcia de
2 com expoente menor que 4. Assim, para verificar que @ € U(17) nao é gerador,
basta testar se a® =1 (mod 17).

Temos que 7 = 31 (mod 17) e 6 = 3'® (mod 17). A partir de 7% = 6 (mod 17)
obtemos 3% = 315 (mod 17). Isto é 3'1*715 =1 (mod 17). Assim a ordem de
3 médulo 17 divide 11z — 15. Mas 3 gera Z;7. Logo 3 tem ordem 16 médulo 17.
Entao 11z =15 (mod 16). Resolvendo a equag@o temos = 13 (mod 16).

4. De acordo com o método de Fermat, os fatores de M (11) sao da forma 22k + 1.
Fazendo k = 1 verificamos que 23 divide M (11). De modo semelhante, os fatores
de M (29) sdo da forma 58k + 1. Fazendo k = 1 temos 59 que é primo mas nao é
fator. Para k = 2 e k = 3 obtemos 117 e 175, respectivamente; mas nenhum dos
dois é primo. Finalmente, para k = 4 obtemos 233 que é fator de M (29). Para
verificar que M (7) é primo, precisamos mostrar que nao tem fatores < /M (7).
Como a parte inteira da raiz é 11, basta verificar que M (7) ndo tem fatores < 11.
Mas pelo método de Fermat, os fatores de M(7) sao da forma 14k + 1. O menor
destes fatores é 15, que ja é maior que 11. Logo M (7) é primo.
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5. Pelo método de Euler, os fatores de F'(4) sdo da forma 32k + 1. Para mostrar
que F'(4) é primo, precisamos verificar que ndo tem fatores menores que 256, que
é a parte inteira da raiz quadrada de F'(4). Isto nos da: 32k + 1 < 256, donde
obtemos k < 7. Logo se 32k + 1 ndo divide F(4) para k < 7 entdo F(4) é primo.
Mas os tnicos valores de k para os quais 32k + 1 é primo sdo k =3 e k = 6. E f4cil
verificar diretamente que os niimeros obtidos nestes casos nao so fatores de F'(4).

6. (1) Temos que
o® = (2

2k—2 2k71 2k—1

@ —n)2=2"" 22 +1-2-22"") (mod p).

Como F(k) = 92" 41 ¢ divisivel por p,
a?=-22"".2.22" = 2.9 =9 (mod p).

Para resolver (2) usamos (1). Sabemos que 2 tem ordem 28! médulo p, portanto

o =02 = (mod p).

Logo a ordem de o tem que dividir 2¥+2. Se a ordem ndo for exatamente 2++2

entdo tem que dividir 2%, Se isto acontecesse, terfamos

=1 (mod p),

0 que implicaria que 22" =1 (mod p), que nao é verdade. Assim « tem ordem
2k+2,

Finalmente, a ordem de o médulo p (que é 25+2) divide a ordem de U(p), que é
#(p) = p — 1. Assim existe um inteiro positivo r tal que p = 2~+2r + 1.

7. k=12.

8. (1) Observe que
log(2" — 1) =1log(2"(1 —27")) = nlog2 +log(1 —27").
Como n > 2 no exemplo, temos que log(1 —27") > log(1 — 1/4) > —1. Por outro
lado log(1 —27") < log1 = 0. Portanto
nlog2 —1 < log(2" — 1) < nlog 2.
(2) Aplicando logaritmos na base 10 & equagao
1020 < 27 12" — 1) < 10?2
obtemos
20 < (n—1)log2 +log(2" — 1) < 22.
Combinando com as desigualdades de (1) temos
20< (2n—1)log2 —1 < (n—1)log 2+ log(2" — 1) < (2n — 1)log 2 < 22.

Assim (2n — 1) > [21/1og2]. Como log2 < 0,302, concluimos que 2n — 1 > 70,
donde n > 35. J4 da desigualdade & esquerda temos (2n — 1) < [22/log2]. Como
log2 > 0,3, obtemos n < 37. Assim 35 < n < 37, como desejado.

(3) O tinico primo entre 35 e 37 é 37, logo M(n) s6 pode ser primo para estes
expoentes quando n = 37. Aplicando o método de Fermat a M (37) temos que os
fatores tém que ser da forma 74k + 1. O primeiro primo desta forma é 149, mas
237 — 1 =104 (mod 149), logo 149 nao é fator de M (37). O primo seguinte é 223,
que ¢é fator de M (37). Logo M(37) é composto. Portanto ndo existem primos de
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Mersenne com 35 < n < 37, o que significa que nao existem nimeros perfeitos pares
no intervalo dado.

10. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DO CAPITULO 10

1. Temos que 990 = 2 x 32 x 5 x 11. Podemos usar 2 como base para cada um
destes fatores.

2. Se 4 nao divide n — 1 entdo n — 1 = 2 - ¢ onde ¢ é fmpar. Logo (n —1)/2 =¢q é
impar. Portanto

n—1)""D2=(n-10¥=-1%£1 (modn).

3. Temos que 27 — 2 = 2 x 32 x 7. Podemos usar 2 como base para 7 ¢ —1 como
base para 2. Para o fator 3 podemos usar 3 como base.

4. (1) Como 2"~ =227 = 4P ¢ como 2" "1 =1 (mod n) entdo 4 =1 (mod n). Se
g é um fator primo de n entdao 4 = 1 (mod ¢). Mas isto implica que a ordem de
4em U(q) 6 1 ou p. Se a ordem fosse 1 entdo 4 =1 (mod q), o que nos da 3 =0
(mod ¢). Como 3 e ¢ s@o primos, temos que ¢ = 3. Mas 3 ndo é um fator de n por
hipétese. Logo 4 tem ordem p em U(q).

(2) Pelo teorema de Fermat, temos que 49~ = 1 (mod ¢). Como 4 tem ordem p
em U(q), concluimos que p divide ¢—1. Isto é ¢ = kp+1, para algm inteiro positivo
k.

(3) Supondo que ¢ é um fator primo de n diferente de n, temos que ¢ < n. Isto é
kp+1<2p+1. Logo k=1.

(4) Para verificar que n é primo basta testar se p+1 divide 2p+1, j& que pelos {tens
anteriores este é o unico fator primo possivel para n. Mas se p 4+ 1 dividir 2p + 1,
entdo 2p+1 =0 (mod p+1). Isto é p =0 (mod p + 1), o que nao é possivel, ja
que p 4+ 1 é maior que p.

5. (1) A inducio comeca com k = 3. Neste caso 2¥ = 23 = 8 e b pode assumir os
valores 1,3,5,7. E imediato verificar que cada um destes elementos tem ordem 2
em U(8). Assim se b é fmpar, b*> =1 (mod 8).

Suponhamos entdo que ' =1 (mod 2%) para algum k > 3 (hipétese de

b2(k+1)—2

. . , , k—1
inducao). Queremos calcular médulo 251! ¢ mostrar que é 1. Mas b =

1 (mod 2%) nos diz que 1 =2F.q para algum a € Z. Temos a seguinte
seqiiéncia de congruéncias médulo 2F+1:
b = (b2k72)2 = (2k a4+ 1)2 = 2k+1(2k—1 A (L2 + a) +1= 1’

completando a demonstragao por indugao.
(2) Se U(2%) fosse ciclico, teria um elemento de ordem igual a ¢(2¥) = 2¥=1. Mas
isto é equivalente a dizer que existe um b impar tal que

b =1 (mod 2¥) mas 2 #1 (mod 2%).

9(k+1)—2

2k—1

Entretanto b2° = 1 (mod 2*) para qualquer b fmpar por (1). Logo U(2F) ndo
pode ser ciclico.

6. (1) Digamos que G tem operagdo x. Podemos agrupar os elementos de G em
dois tipos: os elementos cujos inversos sao diferentes deles préprios e os elementos
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que sao seus préprios inversos. Estes iltimos sao os elementos de ordem 2. Sejam
ay,...,az, os elementos de G do primeiro tipo. Vamos supor que numeramos os
elementos de modo que a; seja o inverso de as, az seja o inverso de a4, € assim por
diante. Sejam by, ..., b, os elementos de G do segundo tipo. Entao

(exay *ag*...a2,) *kby*x- xbpy =by %+ xby,

ja que a1 xas = e, ...,aop—1 * a2, = e. Observe que a ordem dos elementos no
produto acima nao é importante porque o grupo € abeliano.

(2) Se @ é um elemento de U(p) de ordem 2 entdao a@> =1 em U(p). Isto é a® — 1 é
divisivel por p. Mas a®> — 1 = (a — 1)(a + 1). Como p é primo, tem que dividir um
destes fatores. Se dividir o primeiro, entdo @ = 1; se o segundo, entdo @ = —1.

(3) De acordo com (1), multiplicando todos os elementos de U(p) obtemos o produto
dos seus elementos de ordem 2. Mas por (2), o grupo U(p) tem apenas um elemento
de ordem 2, que é —1. Como o produto dos elementos de U(p) é (p — 1)!, temos
que (p—1)! = —1. Em outras palavras (p — 1)! = —1 (mod p).

(4) Se n for composto, podemos escrevé-lo na forma ab onde a e b sdo inteiros
positivos menores que n. Portanto a e b sdo ambos fatores de (n — 1)!. Logo n
divide (n — 1)!, donde a congruéncia desejada.

(5) A validade do teste é conseqiiéncia imediata de (3) e (4). A principal desvan-
tagem deste teste é que é muito lento calcular (n—1)!, mesmo executando o fatorial
modulo n.

7. O gerador obtido é 5.

8. Note primeiro que se p é um primo fmpar, entdao ¢(2p) = ¢(p) = p— 1. Suponha
que @ € U(p) é um gerador. Entdo @ tem ordem p — 1.

(1) Suponhamos que a é fmpar. Como @ € U(p), entdo p nao divide a. Como a é
fmpar, entao mdc(a, 2p) = 1. Logo a classe de a em Zsy, é inversivel. Qual a ordem
da classe de @ em U(2p)? Digamos que a ordem é r > 1. Entdao a” = 1 (mod 2p),
donde a” =1 (mod p). Portanto r > p — 1. Como U(2p) tem ordem p — 1, temos
de fato que r = p — 1 e a classe de a em U(2p) gera todo este grupo.

(2) Se a for par, entdo a classe de a em Zg, nao é inversivel. Vamos considerar
entao a + p. Como p é impar, assim também é a + p. Além do mais, como p nao
divide a, também néao pode dividir a + p. Portanto mdc(a + p,2p) = 1. Assim a
classe de a + p em Zy, esta de fato em U(2p). Qual a ordem da classe de a + p em
U(2p)? Digamos que é r > 1. Entao (a+p)” =1 (mod 2p). Mas disto concluimos
que a” = 1 (mod p). Portanto r > p — 1 e, como em (1), podemos concluir que
a + p gera U(2p).

(3) Pelo teorema do elemento primitivo o grupo U(p) é ciclico. Vimos em (1) e
(2) que, sendo o gerador de U(p) par ou impar, podemos constuir a partir dele um
gerador para U(2p). Logo U(2p) é ciclico.

9. Se G é um grupo ciclico de ordem n gerado por g entdo g também tem ordem n.
(1) Digamos que d = mdc(k,n) e d = a -k + 3 - n. Entéo

9" = g™ = (") - (9" = (gM)",
ja que g" = e, o elemento neutro de G. Concluimos que ¢g? é uma poténcia de g*.

Se n e k sdo primos entre si, entdo d = 1, e g = (¢¥)%; logo ¢g¥ é um um gerador
de G, neste caso. Se d # 1, entdo n = dr e, portanto, kr é multiplo de n. Temos,
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entdo, pelo lema chave, que (¢¥)" = e. Como r < n (j4 que d # 1), concluimos que
g* tem ordem menor que n neste caso.

(2) Por (1), se g é um gerador de G, entao os demais geradores de G serao da forma
g*, onde k < n e mdc(k,n) = 1. Mas existem exatamente ¢(n) inteiros positivos
menores que n que sao primos a n. Logo G tem ¢(n) geradores.

(3) O grupo U(p) tem ordem ¢(p) = p — 1, jd que p é primo. Portanto, de acordo
com (2), terd que ter ¢(p — 1) geradores.

11. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DO CAPITULO 11

1. n = 2131 x 1667.
2. A mensagem é ‘FERMAT VIVE’.
3. Os fatores primos de n sao 71 e 107, d = 3 e a mensagem é ‘FIM’.

4. A equacio z® = x (mod p) tem trés solucdes qualquer que seja o primo p # 2.
De fato, se * # 0 (mod p) entdo z? = 1 (mod p). Esta tltima equacio sé tem
raizes congruentes a 1 e —1 médulo p, como vimos no exercicio 5(2) do capitulo 10.

Portanto o sistema
3=z (mod 3)
z° =z (mod p)

tem 9 solucoes pelo teorema chinés do resto. Logo 2® = z (mod 3p) tem 9 solugoes.

5. Relembrando a notagdo: p é primo e g € U(p) é um gerador. O niimero a foi
escolhido aleatoriamente no intervalo 0 < a < p — 1. O nimero b é um bloco da
mensagem original. Para codifica-lo escolhemos aleatoriamente um inteiro positivo
k e codificamos b como sendo o par (g~, bg?*).

(1) Decodificar significa obter b a partir do par (g*, bg**). Digamos que conhecemos
a. Entao podemos achar b calculando

(Egak)(gk)(n—a) _ B 5 gak+(n—a)k — B . Zgn)k _ B

Note que isto nos da b apenas porque escolhemos b de modo que 0 < b < p — 1.
(2) Para decodificar usando o método descrito em (1), precisamos encontrar a a
partir de g* e g, que sao conhecidos. Isto é, queremos resolver a equagao g* = ¢,
onde ¢ é a forma reduzida de g®* moédulo p. Se p é grande, isto é muito dificil de
efetuar na prética. Observe que se g, x e ¢ fossem nimeros reais, entao = = log, c.
Por isso o valor de x que satisfaz ‘a equagao g© = ¢ é conhecido como logaritmo
discreto de ¢ na base g. Na verdade, nao é realmente necesséario resolver g* = ¢
para achar a. Bastaria que pudéssemos determinar a a partir de g* e g**, que sao
conhecidos. Entretanto, acredita-se (embora isto ainda néo tenha sido provado),
que este problema seja equivalente a determinagao do logaritmo discreto.

6. Seja u = p9~! —gP~! e vamos calcular v médulo p. Usando o teorema de Fermat
e lembrando que sdo primos), obtemos
lembrando que p # ¢ sao pri ; ob
u=pl !t — Pt =pl =1 (mod q)
u=pTt—g ="' =-1 (modp).
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De modo que u? =1 (mod p) e u?> =1 (mod ¢). Como u? — 1 ¢ divisivel por p e
por g que sdo primos distintos, temos que u? — 1 é divisivel por pg. Isto é u2 =1
(mod n).

Seja agora o uma solugao de 22 = a (mod n). Entdo

(urg)* =22 -u*=a-1=a (mod n).

O mesmo vale para —xp e —uxy.
Observe que v # +1 (mod n). Por exemplo, se v = 1 (mod n), entdo u seria
congruente a 1 médulo p e médulo ¢. Mas u = —1 (mod p).

7. E evidente que se temos uma maneira eficiente de fatorar n, entao fica facil
quebrar o c6digo. Digamos que alguém inventou uma méquina capaz de quebrar o
método de Rabin com chave publica b e n. Da andlise do mtodo de Rabin sabemos
que o que a maquina faz é equivalente a achar uma raiz para a equacio 2 = a
(mod n), para um dado inteiro a. Para falar a verdade, a maquina precisa achar as
4 raizes da equacao. Vamos supor uma coisa um pouco mais fraca. Digamos que
temos uma méquina que, dado um inteiro a, onde 0 < a < n, calcula uma raiz de
22 = a (mod n). Note que ndo precisamos saber como funciona a maquina.

Escolha agora, aleatoriamente, um inteiro positivo r, menor que n e tal que
mdc(r,n) = 1. Calcule a = 7? (mod n). Use entdo a maquina de descodificacio
para encontrar uma solucio para Z> = @ em Z,. Observe que conhecemos duas
solugoes desta equacao, que sao r e n — r. Entretanto, como a equagao tem, em
geral, 4 solugbes, hd uma probabilidade de 1/2 de que a solug¢do v produzida pela
méquina seja diferente de r e de n — r. Logo

(w—r)v+7r)=0v>=r?=0 (mod n).

Mas n = pq. Assim p divide o produto (v — r)(v + r), logo divide um dos fatores.
Digamos que p divide v + r.

Sob estas hipdteses ¢ nao pode dividir v + r. Se dividisse, entdo n dividiria
v+7r; ousejav=—r (modn). Como 0 < v < n, terfamos v = n —r, o que foi
excluido por hipdétese. Assim p divide v + r, mas ¢ nao divide v + r. Portanto
mdc(v 4+ r,n) = p, 0 que nos daria uma maneira eficiente de calcular p.

Observe que a probabilidade de obter um fator de n fazendo uma escolha aleatéria
der é1/2. Por isso esperamos achar um fator de n fazendo, em média, duas escolhas
aletorias de 7, o que é bastante eficiente.

8. Nao vou estragar a surpresa dizendo qual a decodificagdo da mensagem!



